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Γ' Λυκείου / Μαθηματικά Κατεύθυνσης /Άλγεβρα 
/Μιγαδικοί 

Λυμένες Ασκήσεις 
 
 

1. Να γραφεί ο μιγαδικός 3-i στην μορφή α(3+i)+b(3-i). 
 
Λύση 

α(3 + i) + b(3 − i) = 3 − 𝑖𝑖 ⟺ 3𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑖𝑖 + 3𝑏𝑏 − 𝑏𝑏𝑖𝑖 = 3 − 𝑖𝑖 ⟺ 

⟺ 3𝛼𝛼 + 3𝑏𝑏 + (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑖𝑖 = 3 − 𝑖𝑖 ⟺ 3(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = 3  𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) = −1 ⟺ 

⟺ 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 1 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = −1 ⟺ 𝛼𝛼 = 0 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 𝑏𝑏 = 1 

 

2. Αν  z,w,t ∈ ℂ  και |𝑧𝑧| = |𝑤𝑤| = |𝑡𝑡| = 1  , 𝑧𝑧 + 𝑤𝑤 + 𝑡𝑡 = 1 , 𝜈𝜈𝛼𝛼 𝛿𝛿𝛿𝛿𝜅𝜅𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿ί ό𝛿𝛿𝜅𝜅 1
𝑧𝑧

+ 1
𝑤𝑤

+ 1
𝑡𝑡

= 1 

 

Λύση 

|𝑧𝑧| = 1  ⟺ |𝑧𝑧|2 = 1 ⟺ 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 1 ⟺ 𝑧𝑧̅ =
1
𝑧𝑧

 

|𝑤𝑤| = 1  ⟺ |𝑤𝑤|2 = 1 ⟺ 𝑤𝑤𝑤𝑤� = 1 ⟺ 𝑤𝑤� =
1
𝑤𝑤

 

|𝑡𝑡| = 1  ⟺ |𝑡𝑡|2 = 1 ⟺ 𝑡𝑡𝑡𝑡̅ = 1 ⟺ 𝑡𝑡̅ =
1
𝑡𝑡

 

              Τότε θα έχουμε      
1
𝑧𝑧

+ 1
𝑤𝑤

+ 1
𝑡𝑡

= 𝑧𝑧̅ +  𝑤𝑤� +  𝑡𝑡̅ = 𝑧𝑧 + 𝑤𝑤 + 𝑡𝑡������������ = 1 
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3. Αν  z ∈ ℂ  και |𝑧𝑧 + 16| = 4|𝑧𝑧 + 1| , 𝜈𝜈𝛼𝛼 𝛿𝛿𝛿𝛿𝜅𝜅𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿ί ό𝛿𝛿𝜅𝜅 |𝑧𝑧| = 4  
 
Λύση 

|𝑧𝑧 + 16| = 4|𝑧𝑧 + 1|   ⟺ |𝑧𝑧 + 16|2 = 16|𝑧𝑧 + 1|2 ⟺ 

⟺ (𝑧𝑧 + 16)(𝑧𝑧̅ + 16) = 16(𝑧𝑧 + 1)(𝑧𝑧̅ + 1) ⟺ 

⟺ 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ + 16𝑧𝑧 + 16𝑧𝑧̅ + 256 = 16(𝑧𝑧𝑧𝑧̅ + 𝑧𝑧 + 𝑧𝑧̅ + 1) ⟺ 

⟺ 15𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 240 ⟺ 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 16 ⟺ |𝑧𝑧|2 = 16 ⟺ |𝑧𝑧| = 4 

 

 

4. Να βρεθεί ο  z ∈ ℂ  αν |𝑧𝑧2| = 1 = |𝑧𝑧 − 1|  
 
Λύση 

Έ𝛿𝛿𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝛿𝛿 |𝑧𝑧2| = 1 ⟺ |𝑧𝑧|2 = 1 ⟺  𝑧𝑧𝑧𝑧� = 1 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 𝛼𝛼𝜈𝜈 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑖𝑖 , 

𝛿𝛿ό𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑧𝑧𝑧𝑧� = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 1, 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 𝛿𝛿𝜀𝜀𝛿𝛿𝜅𝜅𝛿𝛿ή    |𝑧𝑧 − 1| = 1 ⟺ |𝑧𝑧 − 1|2 = 1 ⟺ 

⟺ (𝑧𝑧 − 1)(𝑧𝑧̅ − 1) = 1 ⟺ 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ − 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧̅ + 1 = 1 ⟺ 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 𝑧𝑧 + 𝑧𝑧̅ = 2𝛿𝛿 = 1 ⟺ 𝛿𝛿 =
1
2

 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 1 ⟺
1
4

+ 𝑦𝑦2 = 1 ⟺ 𝑦𝑦2 = 1 −
1
4

=
3
4

⟺ 𝑦𝑦 = ±
√3
2

 

Άρα ο ζητούμενος μιγαδικός είναι ο  𝑧𝑧 = 1
2

± √3
2

𝑖𝑖 

 

5. Αν  z ∈ ℂ  και |𝑧𝑧 − 2| = |𝑧𝑧 − 4| , 𝜈𝜈𝛼𝛼 𝛿𝛿𝛿𝛿𝜅𝜅𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿ί ό𝛿𝛿𝜅𝜅 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧) = 3  
Λύση 

|𝑧𝑧 − 2| = |𝑧𝑧 − 4|   ⟺ |𝑧𝑧 − 2|2 = |𝑧𝑧 − 4|2 ⟺ 

⟺ (𝑧𝑧 − 2)(𝑧𝑧̅ − 2) = (𝑧𝑧 − 4)(𝑧𝑧̅ − 4) ⟺ 

⟺ 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ − 2𝑧𝑧 − 2𝑧𝑧̅ + 4 = 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ − 4𝑧𝑧 − 4𝑧𝑧̅ + 16 ⟺ 2(𝑧𝑧 + 𝑧𝑧̅) = 12 ⟺ 𝑧𝑧 + 𝑧𝑧̅ = 6 

𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 𝛼𝛼𝜈𝜈 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑖𝑖 ⟺ 𝑧𝑧 + 𝑧𝑧� = 2𝛿𝛿 = 6 ⟺ 𝑥𝑥 = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧) = 3 
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6. Να βρεθούν οι μιγαδικοί z=x+yi, ώστε ο w να είναι πραγματικός με  
 𝑤𝑤 = (𝑧𝑧 − 2)(𝑧𝑧� + 𝑖𝑖) 
 
Λύση 

(𝑧𝑧 − 2)(𝑧𝑧̅ + 𝑖𝑖) = (𝑧𝑧 − 2)(𝑧𝑧̅ + 𝑖𝑖)������������������ ⟺ (𝑧𝑧 − 2)(𝑧𝑧̅ + 𝑖𝑖) = (𝑧𝑧� − 2)(𝑧𝑧 − 𝑖𝑖) 

⟺ 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ + 𝑖𝑖𝑧𝑧 − 2𝑧𝑧̅ − 2𝑖𝑖 = 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ − 𝑖𝑖𝑧𝑧̅ − 2𝑧𝑧 + 2𝑖𝑖 ⟺ 𝑖𝑖(𝑧𝑧 + 𝑧𝑧̅) + 2(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧̅) − 4𝑖𝑖 = 0 ⟺ 

⟺ 2𝑥𝑥𝑖𝑖 + 2𝑦𝑦𝑖𝑖 − 4𝑖𝑖 = 0 ⟺ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2 = 0 ⟺ 𝑦𝑦 = 2 − 𝑥𝑥 

Επομένως   z=x+(2-x)i 

 

7. Αν  z ∈ ℂ  και |𝑧𝑧 + 16| = 4|𝑧𝑧 + 1|  , να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του μιγαδικού 

επιπέδου. 

 

Λύση 

|𝑧𝑧 + 16| = 4|𝑧𝑧 + 1|   ⟺ |𝑧𝑧 + 16|2 = 16|𝑧𝑧 + 1|2 ⟺ 

⟺ (𝑧𝑧 + 16)(𝑧𝑧̅ + 16) = 16(𝑧𝑧 + 1)(𝑧𝑧̅ + 1) ⟺ 

⟺ 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ + 16𝑧𝑧 + 16𝑧𝑧̅ + 256 = 16(𝑧𝑧𝑧𝑧̅ + 𝑧𝑧 + 𝑧𝑧̅ + 1) ⟺ 

⟺ 15𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 240 ⟺ 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 16 ⟺ |𝑧𝑧|2 = 16 ⟺ |𝑧𝑧| = 4 

Άρα ο γεωμετρικός τόπος είναι κύκλος με ακτίνα 4 και κέντρο την αρχή των αξόνων. 

 

8. Αν  𝑧𝑧𝑘𝑘 = 𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈𝜃𝜃𝜅𝜅 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒𝜃𝜃𝜅𝜅  , 𝜒𝜒𝛿𝛿 𝜅𝜅 = 1,2, . . 𝜈𝜈 ,  𝜈𝜈 ∈ ℕ 

να δειχτεί ότι: |𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3 + ⋯ + 𝑧𝑧𝜈𝜈 | ≤ 𝜈𝜈 

 

Λύση 

|𝑧𝑧𝑘𝑘 | = |𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈𝜃𝜃𝜅𝜅 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒𝜃𝜃𝜅𝜅 | = �𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈2𝜃𝜃𝜅𝜅 + 𝑖𝑖𝜒𝜒2𝜃𝜃𝜅𝜅 = 1 𝛾𝛾𝜅𝜅𝛼𝛼 𝜅𝜅 = 1,2, . . 𝜈𝜈 ,  𝜈𝜈 ∈ ℕ 

             Άρα   |𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧2| + |𝑧𝑧3| + ⋯ + |𝑧𝑧𝜈𝜈 | = 𝜈𝜈   , ακόμη ισχύει 

             |𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3 + ⋯ + 𝑧𝑧𝜈𝜈 | ≤ |𝑧𝑧1| + |𝑧𝑧2| + |𝑧𝑧3| + ⋯ + |𝑧𝑧𝜈𝜈 | = 𝜈𝜈 

             Άρα |𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3 + ⋯ + 𝑧𝑧𝜈𝜈 | ≤ 𝜈𝜈 
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9. Αν  𝑧𝑧 = (1 + 𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈𝜃𝜃 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒𝜃𝜃)𝜈𝜈  , 𝜈𝜈 ∈ ℕ∗, −𝜀𝜀 < 𝜃𝜃 < 𝜀𝜀.   

𝛮𝛮𝛼𝛼 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛿𝛿𝜃𝜃𝜒𝜒ύ𝜈𝜈 𝛿𝛿𝛼𝛼 |𝑧𝑧| 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 arg(𝑧𝑧) 

 

Λύση 

             Είναι  𝑧𝑧 = (1 + 𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈𝜃𝜃 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒𝜃𝜃)𝜈𝜈 = (2𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈2 𝜃𝜃
2

 + 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒 𝜃𝜃
2

𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈 𝜃𝜃
2

)𝜈𝜈 = 

�2𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈
𝜃𝜃
2 (𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈

𝜃𝜃
2  + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒

𝜃𝜃
2)�

𝜈𝜈

= 2𝜈𝜈 𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈𝜈𝜈 𝜃𝜃
2 (𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈

𝜃𝜃
2  + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒

𝜃𝜃
2)𝜈𝜈 = 

                       = 2𝜈𝜈 𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈𝜈𝜈 𝜃𝜃
2

(𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈 𝜈𝜈𝜃𝜃
2

 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒 𝜈𝜈𝜃𝜃
2

) 

Εφόσον −𝜀𝜀 < 𝜃𝜃 < 𝜀𝜀 ⟺ − 𝜀𝜀
2

< 𝜃𝜃
2

< 𝜀𝜀
2

  , έ𝛿𝛿𝜎𝜎𝜅𝜅 𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈 𝜃𝜃
2

> 0 

Άρα |𝑧𝑧| = 2𝜈𝜈 𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈𝜈𝜈 𝜃𝜃
2

  και  arg(𝑧𝑧) = 𝜈𝜈𝜃𝜃
2

 

 

10. Να λυθεί στο  ℂ  η εξίσωση:  𝑧𝑧 − |𝑧𝑧 − 1| + 𝑖𝑖 = 0.  

 

Λύση 

             Έχουμε  𝑧𝑧 − |𝑧𝑧 − 1| + 𝑖𝑖 = 0 ⟺ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �(𝑥𝑥 − 1)2 + 𝑦𝑦2 + 𝑖𝑖 = 0 ⟺ 

⟺ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �(𝑥𝑥 − 1)2 + 𝑦𝑦2 + 𝑖𝑖 = 0 ⟺ 𝑥𝑥 − �(𝑥𝑥 − 1)2 + 𝑦𝑦2 + (1 + 𝑦𝑦)𝑖𝑖 = 0 ⟺ 

⟺ 𝑥𝑥 − �(𝑥𝑥 − 1)2 + 𝑦𝑦2 + (1 + 𝑦𝑦)𝑖𝑖 = 0 ⟺ 𝑥𝑥 − �(𝑥𝑥 − 1)2 + 𝑦𝑦2 = 0 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 (1 + 𝑦𝑦) = 0 

⟺ 𝑥𝑥 − �(𝑥𝑥 − 1)2 + 𝑦𝑦2 = 0 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 (1 + 𝑦𝑦) = 0 ⟺ 𝑥𝑥 = �(𝑥𝑥 − 1)2 + 𝑦𝑦2 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅  𝑦𝑦 = −1 

⟺ 𝑥𝑥2 = (𝑥𝑥 − 1)2 + 𝑦𝑦2 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅  𝑦𝑦 = −1  𝜒𝜒𝛿𝛿 𝑥𝑥 ≥ 0 ⟺ 

⟺ 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 + 𝑦𝑦2 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅  𝑦𝑦 = −1  𝜒𝜒𝛿𝛿 𝑥𝑥 ≥ 0 ⟺ 

⟺ −2𝑥𝑥 + 1 + 1 = 0 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅  𝑦𝑦 = −1  𝜒𝜒𝛿𝛿 𝑥𝑥 ≥ 0 ⟺ 

⟺ −2𝑥𝑥 = −2  𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅  𝑦𝑦 = −1  𝜒𝜒𝛿𝛿 𝑥𝑥 ≥ 0 ⟺ 

⟺ 𝑥𝑥 = 1  𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅  𝑦𝑦 = −1  𝜒𝜒𝛿𝛿 𝑥𝑥 ≥ 0 

Άρα ο ζητούμενος μιγαδικός είναι ο  𝑧𝑧 = 1 − 𝑖𝑖 
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11. Να λυθεί  η εξίσωση:  𝑧𝑧5 + √3 = 𝑖𝑖  

 
Λύση 

𝑧𝑧5 = −√3 + 𝑖𝑖 = 2(𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈150 + 𝑖𝑖ℎ𝑖𝑖𝜒𝜒150) 

Τότε οι ρίζες της εξίσωσης θα δίνονται από τον τύπο: 

𝑧𝑧𝑘𝑘 = √2 5 (𝜎𝜎𝜒𝜒𝜈𝜈
2𝜅𝜅𝜀𝜀 + 150

5 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒
2𝜅𝜅𝜀𝜀 + 150

5  , 𝜒𝜒𝛿𝛿 𝜅𝜅 = 0,1,2,3,4 
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