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Όριο – Συνέχεια Συνάρτησης 

 

 Το όριο της 𝑓𝑓(𝑥𝑥) όταν το x τείνει στο xo από αριστερά και από δεξιά 

είναι 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑜𝑜) = 𝐿𝐿. 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 ⇔ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

𝛢𝛢𝛢𝛢 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0, 𝜏𝜏ό𝜏𝜏𝜏𝜏 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅ά 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑥𝑥0 

 

𝛢𝛢𝛢𝛢 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0, 𝜏𝜏ό𝜏𝜏𝜏𝜏 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅ά 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑥𝑥0 

 

𝛢𝛢𝛢𝛢 𝜊𝜊𝜊𝜊 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎ή𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑓𝑓, 𝑔𝑔 έ𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 ό𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑥𝑥0 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝜄𝜄𝜄𝜄𝜄𝜄ύ𝜀𝜀𝜀𝜀 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅ά 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑥𝑥0 , 𝜏𝜏ό𝜏𝜏𝜀𝜀 𝜄𝜄𝜄𝜄𝜄𝜄ύ𝜀𝜀𝜀𝜀:        𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

 

 Όριο και Διάταξη 

 

χ 

y 

O χ χo χ 

f(x) 

f(χo)=L 

f(x) 
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Πράξεις με όρια 

   𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

[𝑓𝑓(𝑥𝑥) ± 𝑔𝑔(𝑥𝑥)] = lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ± 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

[𝑐𝑐 ∙ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)] = 𝑐𝑐 ∙ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) , 𝑐𝑐 ∈ ℝ 

  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

[𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∙ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)] = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∙ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

�𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥)� =

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥)
  , 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0 

  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

[𝑓𝑓(𝑥𝑥)]𝑘𝑘 = � 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑘𝑘

, 𝑘𝑘 ∈ ℝ 

  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

�𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑘𝑘 = � 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑘𝑘  

  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

|𝑓𝑓(𝑥𝑥)| = � 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)� 
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Μη Πεπερασμένο (+∞, −∞) όριο στο 𝜒𝜒𝜊𝜊 ∈ ℝ 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑎𝑎 ∈ ℝ 𝑎𝑎 ∈ ℝ +∞ −∞ +∞ −∞ 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ +∞ 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

[𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)] +∞ −∞ +∞ −∞ ? ? 

 

 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑎𝑎 > 0 𝑎𝑎 < 0 𝑎𝑎 > 0 𝑎𝑎 < 0 0 0 +∞ +∞ −∞ −∞ 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) +∞ +∞ −∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞ 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

[𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔(𝑥𝑥)] +∞ −∞ −∞ +∞ ? ? +∞ −∞ −∞ +∞ 
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 Αν P(x) και Q(x) δυο πολυώνυμα τότε ισχύουν τα παρακάτω: 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑥𝑥0) 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑄𝑄(𝑥𝑥)

=
𝑃𝑃(𝑥𝑥0)
𝑄𝑄(𝑥𝑥0)

 𝜇𝜇𝜇𝜇 𝑄𝑄(𝑥𝑥0) ≠ 0  

 (Κριτήριο Παρεμβολής)  

Έστω οι συναρτήσεις f, g, h.  Αν ισχύουν τα παρακάτω: 

ℎ(𝑥𝑥) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅ά 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑥𝑥0 

𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅   𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

ℎ(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 

τότε      𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿 

 Αν 𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑎0 και 

 𝑄𝑄(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏𝜅𝜅 𝑥𝑥𝜅𝜅 + 𝑏𝑏𝜅𝜅−1𝑥𝑥𝜅𝜅−1 + ⋯ + 𝑏𝑏0  με 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≠ 0, 𝑏𝑏𝜅𝜅 ≠ 0 

τότε ισχύουν τα παρακάτω: 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→±∞

𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→±∞

(𝛼𝛼𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛 ) 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→±∞

𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑄𝑄(𝑥𝑥)

= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→±∞

(
𝛼𝛼𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑏𝑏𝜅𝜅 𝑥𝑥𝜅𝜅 )   
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Βασικά όρια 

 Για 𝜈𝜈 ∈ ℕ έχουμε τα παρακάτω όρια: 
lim

x→+∞
xν = +∞ , lim

x→∞
x2ν = +∞ 

lim
x→∞

1 
xν  = 0 ,                lim

x→0

1 
x2ν  = +∞ 

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0  και  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑐𝑐 = 𝑐𝑐 

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥0  και  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥0 

 lim
x→0

ημχ  
χ

 =  lim
x→0

χ 
ημχ

 = 1 

 lim
x→0

συνχ −1 
χ

 =  0 

 lim
x→0

εφχ  
χ

 =  lim
x→0

χ 
εφχ

 = 1 

 lim
x→1

lnχ 
χ−1

 = 1 

 lim
x→0

ex −1 
χ

 = 1 

 lim
x→+∞

loga x = �+∞         , a > 1
−∞  , 0 < 𝑎𝑎 < 1

� 

 lim
x→0+

loga x = �−∞         , a > 1
+∞  , 0 < 𝑎𝑎 < 1

� 

 lim
x→+∞

ax = �+∞         , a > 1
0     , 0 < 𝑎𝑎 < 1

� 

 lim
x→−∞

ax = � 0                , a > 1
+∞    , 0 < 𝑎𝑎 < 1

� 

 lim
x→∞

�1 + 1
x
�

x
= lim

x→∞
(1 + x)

1
x = e 
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Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη στο σύνολο Α με 𝑥𝑥0 ∈ 𝛢𝛢 .  

Η f είναι συνεχής στο 𝒙𝒙𝟎𝟎 όταν 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) 

 

Έστω οι συναρτήσεις f , g οι οποίες είναι συνεχείς στο σημείο 𝑥𝑥0 τότε και 

οι συναρτήσεις, οι οποίες ορίζονται σε διάστημα κοντά στο 𝑥𝑥0 

  𝑓𝑓 + 𝑔𝑔 

  𝑘𝑘 ∙ 𝑓𝑓 𝜇𝜇𝜇𝜇 𝑘𝑘 ∈ ℝ  

  𝑓𝑓 ∙ 𝑔𝑔 

  𝑓𝑓
𝑔𝑔

 

  |𝑓𝑓| 

�𝑓𝑓  𝑛𝑛  

θα είναι συνεχείς στο σημείο 𝑥𝑥0. 

 

Αν η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥𝑥0 και η συνάρτηση 𝑔𝑔 είναι συνεχής 

στο 𝑓𝑓(𝑥𝑥0), τότε η συνάρτηση 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓 (σύνθεση) θα είναι και αυτή συνεχής 

στο 𝑥𝑥0. 

 

 

 Συνέχεια Συνάρτησης 
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           Έστω μια συνάρτηση 𝑓𝑓, ορισμένη σ’ενα κλειστό διάστημα [α,β]. Αν  

Θεώρημα Bolzano 

 η 𝑓𝑓 είναι συνεχής στο [α,β] και  

 𝑓𝑓(𝛼𝛼) ∙ 𝑓𝑓(𝛽𝛽) < 0 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 𝑥𝑥0 ∈ (𝛼𝛼, 𝛽𝛽) τέτοιο ώστε 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 0. 

 

 

Το θεώρημα Bolzano μας εξασφαλίζει την ύπαρξη μίας τουλάχιστον 

ρίζας στο ανοικτό διάστημα (α,β)  

   

           Έστω μια συνάρτηση 𝑓𝑓, ορισμένη σ’ενα κλειστό διάστημα [α,β]. Αν  

Θεώρημα Ενδιαμέσων Τιμών 

 η 𝑓𝑓 είναι συνεχής στο [α,β] και  

 𝑓𝑓(𝛼𝛼) ≠ 𝑓𝑓(𝛽𝛽) 

τότε, για κάθε αριθμό 𝜂𝜂 μεταξύ των 𝑓𝑓(𝛼𝛼) και 𝑓𝑓(𝛽𝛽) υπάρχει ένας, τουλάχιστον, 

𝑥𝑥0 ∈ (𝛼𝛼, 𝛽𝛽) τέτοιο ώστε 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝜂𝜂 

   

Έστω μια συνάρτηση 𝑓𝑓 συνεχής σ’ενα κλειστό διάστημα [α,β], τότε η 𝑓𝑓               

παίρνει στο [α,β] μια μέγιστη τιμή Μ και μια ελάχιστη τιμή m. 

Θεώρημα Μέγιστης και Ελάχιστης τιμής 
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𝛢𝛢𝛢𝛢 lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 , lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 , 𝑥𝑥0 ∈ ℝ ∪ {−∞, +∞}  𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝜐𝜐𝜐𝜐ά𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜏𝜏𝜏𝜏 lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓′ (𝑥𝑥)
𝑔𝑔′ (𝑥𝑥)  𝜏𝜏ό𝜏𝜏𝜏𝜏: 

 lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥)

= lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓′ (𝑥𝑥)
𝑔𝑔′ (𝑥𝑥)

 

  

𝛢𝛢𝛢𝛢 lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞ , lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞ , 𝑥𝑥0 ∈ ℝ ∪ {−∞, +∞}  𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 𝜐𝜐𝜐𝜐ά𝜌𝜌𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 𝜏𝜏𝜏𝜏 lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓′ (𝑥𝑥)
𝑔𝑔′ (𝑥𝑥)  𝜏𝜏ό𝜏𝜏𝜏𝜏: 

 lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥)

= lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓′ (𝑥𝑥)
𝑔𝑔′ (𝑥𝑥)

 

 

 
 

 

 

 

  Απροσδιόριστες μορφές – Κανόνες De L’Hopital 


