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1ο Διαγώνισμα  
 (Διαφορικός Λογισμός ) 

                                                                       Γιάρκεια: 2
𝟏

𝟐
 ώρες 

  

ΘΔΜΑ 1ο  

 

Γίλεηαη ε παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε  𝑓:ℝ ⟶ ℝ       γηα ηελ νπνία 

ηζρύνπλ νη ζρέζεηο      
( )( ) 2 2 f xf x x e      γηα  θάζε  𝑥 ∈ ℝ      

θαη   (1) 0f   . 

 

α) Να βξείηε ηελ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο  fC   ζην ζεκείν ηεο   

    Α(1 , 0 ). 

                                                                                                Μονάδες  7 

β) Απνδείμηε όηη  ( ) ln 2f x    γηα θάζε  𝑥 ∈ ℝ . 
                                                                                                Μονάδες  6 

γ) Απνδείμηε όηη ε  fC   ηέκλεη κόλν κηα θνξά ηνλ άμνλα  ρ΄ρ. 

                                                                                                Μονάδες  4 

δ) Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη   0,1      ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη 

       
(0) ( ) 1fe f       

                                                                                                Μονάδες  8 

ΛΥΣΗ 

α) Παξαγωγίδνληαο θαη ηα δπν κέιε ηεο ζρέζεο , έρνπκε 

     ( ) ( )( ) 2 2 ( ) ( ) 2 2 ( )f x f xf x e f x f x e f x           .Δίλαη  (1) 0f   

    Γηα  1x  έρνπκε:  (1) 0(1) 2 2 (1) (1) 2 2 (1)ff e f f e f            

    (1) 2 2 (1) (1) 2f f f        . Ζ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο είλαη 

    (1) (1)( 1) 0 2( 1) 2 2y f f x y x y x            . 
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β) Δπηιύνπκε ωο πξνο  ( )f x  ηε  δνζκέλε ζρέζε θαη έρνπκε: 

    
( ) ( )

( )

2 ( ) 2 ( )
( ) 2 2 ( ) ( ) 2

( ) 2

f x f x

f x

f x f x
f x e f x f x e

e f x

  
         

 
.  

    Δίλαη  ( ) 0f x  , άξα  ( ) 2f x    θαη 
2 ( )

0
( ) 2

f x

f x




 
   . 

Άξα ζα έρνπκε 

    
( ) 2 ( ) 2 ( )

ln ln ( ) ln
( ) 2 ( ) 2

f x f x f x
e f x

f x f x

    
          

 .Έζηω όηη ππάξρεη 

    𝑥0 ∈ ℝ ηέηνην ώζηε  0( ) ln 2f x  . Τόηε  0

0

2 ( )
ln ln 2

( ) 2

f x

f x

 
 

  
. Αθνύ ε  

    ζπλάξηεζε ln x  είλαη 1-1 ζα έρνπκε:   0

0

2 ( )
2

( ) 2

f x

f x


 

 
 

    0 02 ( ) 2 ( ) 4 0 4f x f x       .Άηνπν. Άξα  ( ) ln 2f x   γηα θάζε 𝑥 ∈ ℝ      

γ) Ζ  
fC  ηέκλεη ηνλ ρ΄ρ ζην ζεκείν Α (1,0). Έζηω όηη ηνλ ηέκλεη θαη ζε  

    άιιν ζεκείν  1 , 0B x  κε 1 1x  . Τόηε  1( ) 0f x  . Ζ δνζκέλε ζρέζε  

    γξάθεηαη: 0

1 1 10 2 2 0 2 2 1x e x x       . Άηνπν . Άξα  ε 
fC , ηέκλεη 

    ηνλ ρ΄ρ κόλν ζην ζεκείν  Α (1,0 ) . 

    ( Παραηήρηζη: Αξγόηεξα ζα δνύκε όηη αθνύ ( ) 0f x   ε f  είλαη 

       γλεζίωο θζίλνπζα θαη άξα ηέκλεη ηνλ ρ΄ρ ζε έλα κόλν ζεκείν) 

δ) Γηα  
(0) (0)

(0)

2
0 , (0) 2 (0) (0) 2f f

f
x f e f f e

e

          

    Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
(0)( ) ( ) 1fg x e f x   . Ζ g είλαη ζπλερήο  

    ωο γηλόκελν θαη άζξνηζκα ζπλερώλ. ( Ζ f ωο παξαγωγίζηκε είλαη  

    ζπλερήο). Δίλαη  (0)(0) (0) 1 2 1 1 0fg e f           θαη 

    (0)(1) (1) 1 0 1 1 0fg e f       .Γειαδή  (0) (1) 0g g  . Από ζεώξεκα 

    Bolzano, ππάξρεη   0,1  , ηέηνην ώζηε  ( ) 0g    . Άξα  

    
(0) (0)( ) 1 0 ( ) 1f fe f e f        . 
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ΘΔΜΑ 2ο  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηύπν  ( ) lnf x
x





 
  

 
     θαη ε 

ζπλάξηεζε  g    γηα ηελ νπνία ηζρύεη  ε ζρέζε   

            
( )( ) ( ) ( )f xg x e f x f x      γηα θάζε  fx D      

Αλ ηζρύεη ε ζρέζε  ( 3) 0g     

   

Α) Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ  α. 

                                                                                                Μονάδες  4 

Β) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ   fD   ηεο  f  

                                                                                                Μονάδες  3 

Β) Απνδείμηε όηη ηζρύεη  
( ) 2 ( ) 0f xe f x   γηα θάζε   fx D . 

                                                                                                Μονάδες  5 

Γ) Να ιπζεί ε αλίζωζε 

                            3 ( ) ( )f x x f x     , fx D .    

                                                                                                Μονάδες  7 

Γ) Να βξείηε ην όξην   
2

lim ( ) 1 (2 4)
x

g x x

       

                                                                                                Μονάδες  6 
ΛΥΣΗ 

Α) Δίλαη  
 

2

1 1
( )

x
f x

x xx
x

  

   


   
       

     


 

    
 

2

1 1
( )f x

x x 

 
    

  
  .  Άξα ζα έρνπκε 

    
   

ln

2 2

1 1 1 1
( ) xg x e

x x xx x






   

      
   

 

         
   

2

2 2

( ) ( ) 1 1x x x x

x x

     

 

       
 

 
 . Άξα ζα είλαη www.m
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   

2 2

2 2

3 3 1 4 4
( 3)

3 3
g

    

 

      
  

   
 . Αθνύ  ( 3) 0g    ζα έρνπκε 

     
22 4 4 0 2 0 2           . 

Β) Δίλαη  
2 1

( ) ln ( )
2 2

f x f x
x x


 

   
  

 . Άξα  ζα είλαη 

    

2
ln

( ) 2 1 2 2
2 ( ) 2 0

2 2 2

f x xe f x e
x x x

 
 

   
       

   
,  2, fx D          

    Γηα λα νξίδεηαη ε  f  ζα πξέπεη  
2

0 2 0 2
2

x x
x

      


. 

Γ) Ζ αληζόηεηα γξάθεηαη                               

     

2
2

2 2 2

3 1 3 2 3
0 0 2 3 0

2 22 2 2

x x x
x x x

x xx x x

  
             

    
 

   Πξέπεη  3 1 2x ΄ x x      . Άξα ζα είλαη  1x  . 

Γ) Με απεπζείαο αληηθαηάζηαζε , έρνπκε απξνζδηόξηζην   0  

     Δίλαη  
   

2 2

2 1 1 3
( )

2 2 2 2

x
g x

x x x x


   

   
 Άξα  ζα είλαη 

      
 

 2

3
( ) 1 (2 4) 1 2( 2)

2

x
g x x x

x
 


     


 

     
   

2 2

2 2

3 3
1 1 2 ( 2) 2 ( 2)

2 2

x x
x x

x x
 

 
            

 

     
 

22

2

( 2) ( 2)
2( 3) 2( 3)

22

x x
x x

xx

   
        

 

     Άξα    
2

2 2 2

( 2)
lim ( ) 1 (2 4) lim 2( 3) lim

2x x x

x
g x x x

x




    

 
        

 

     
22( 2 3) 1 2 1 2        . 
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ΘΔΜΑ 3ο 

α) Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0 0x   , λα απνδείμεηε 

     όηη  ζπλάξηεζε  ( ) ( )g x x f x     είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0x . 

                                                                                                Μονάδες  12 

β) Αλ ε ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0 0x    λα απνδείμεηε 

    όηη ε ζπλάξηεζε  0( ) ( )g x x x f x    δελ είλαη παξαγωγίζηκε ζην  

     0x  αλ ηζρύεη όηη  
0( ) 0f x  . 

                                                                                                Μονάδες  13 

ΛΥΣΗ 

α) Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

   1
ε
:) 0 0x   . Τόηε  0 0 0 , 0x x x x x x x       

          Άξα      
0 0

0 00

0 0

( ) ( )( ) ( )
lim lim
x x x x

x f x x f xg x g x

x x x x 


 

 
 

          
0 0

0 0 0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
x x x x

xf x x f x xf x x f x x f x x f x

x x x x 

   
  

 
 

          
0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
x x x x x x

xf x x f x x f x x f x x x f x

x x x x x x  

  
   

  
 

          
 

0 0 0

0 0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( ) lim
x x x x x x

x f x f x f x f x
f x x

x x x x  

 
   

 
 

          0 0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x g x    . ( Ζ f  είλαη παξαγωγίζηκε , άξα  

          θαη ζπλερήο ζην  0x  . 

   2
ε
:) 0 0x  . Τόηε  0 0 0 0x x ΄ x x x x x          

         Άξα    
0 0

0 00

0 0

( ) ( )( ) ( )
lim lim
x x x x

x f x x f xg x g x

x x x x 


 

 
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0 0

0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
x x x x

xf x x f x xf x x f x

x x x x 

  
    

 
 

         0 0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x g x       (Όκνηα κε ηελ πξώηε πεξίπηωζε). 

         Άξα ζε θάζε πεξίπηωζε ε  g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0x . 

β) 
0 0 0

00 0

0 0 0

( ) 0( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
x x x x x x

x x f xg x g x x x f x

x x x x x x    

  
  

  
 

     
0

0lim ( ) ( ) (1)
x x

f x f x


   

    Δπίζεο     
0 0 0

00 0

0 0 0

( ) 0( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
x x x x x x

x x f xg x g x x x f x

x x x x x x    

   
  

  
 

    
0

0lim ( ) ( ) (2)
x x

f x f x


     

    Από ηηο ζρέζεηο  (1)  θαη  (2) θαη ηελ ππόζεζε  0( ) 0f x   έρνπκε όηη 

    
0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
x x x x

g x g x g x g x

x x x x  

 


 
. 

     Άξα ε g  δελ είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0x . 
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ΘΔΜΑ 4ο  

 

Γίλνληαη νη παξαγωγίζηκεο  ζην  ℝ∗ ζπλαξηήζεηο  θαη  f θαη  g  γηα ηηο 

νπνίεο ηζρύνπλ     
1

( )f x x g
x

 
   

 
  ,  γηα θάζε  0x    θαη ε επζεία κε 

εμίζωζε   2 3 0x y     , είλαη ε εθαπηνκέλε ηεο  gC   ζην ζεκείν ηεο  

 1, (1)g . 

α) Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηεο  f  ,  όηαλ  1x  .  

                                                                                                Μονάδες  13 

β) Να βξείηε ηελ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο  fC  ζην ζεκείν ηεο 

      1, (1)f . 
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ΛΥΣΗ 

α) Εεηάκε ην  (1)f  . 2

1 1 1 1 1 1
( )f x g xg g g

x x x x x x

        
              

        
  

    Ζ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο  
gC ζην ζεκείν   1 , (1)g   είλαη 

    (1) (1) (1)y g x g g    . Αθνύ ε εμίζωζε απηή δίλεηαη ωο 

    2 3y x   , ζα πξέπεη  

(1) 2 (1) (1) 3 (1) 2 3 (1) 5g g g g g          Άξα 

    (1) (1) (1) 5 2 3f g g      .Άξα ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο   f  

    όηαλ  1x  , είλαη ίζνο κε  3 . 

β) Δίλαη  (1) (1) 5f g  . Ζ εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο  
fC  ζην 

    ζεκείν   1, (1)f  είλαη: (1) (1)( 1) 5 3( 1) 3 2y f f x y x y x           
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