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1ο Διαγώνισμα  

 (Ολοκληρωτικός Λογισμός ) 

                                                                            

Διάρκεια: 2
𝟏

𝟐
 ώρες 

 

 ΘΕΜΑ  1ο  
α) Αλ ηζρύεη ε ζρέζε  𝜆𝑥𝜅𝑑𝑥 = 𝑘𝑥𝜆 , 𝑥 ∈ ℝ   λα πξνζδηνξίζεηε 

    ηηο ηηκέο ηωλ     .   

                                                                                                Μονάδες  12 

β) Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε  f   γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ 

         𝑒𝑓 𝑥 ∙ 𝑓 ′ 𝑥 − 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2004 + 1 , 𝑥 ∈ ℝ     θαη  (0,0) fC    

                                                                                                Μονάδες  13 

ΛΥΣΗ 

α) 

1

1

x
x dx x x dx x c x


         





     
   . Γηα  0x   

     είλαη  0 0 0c c    . Άξα  

1

1

x
x


 








  γηα θάζε 𝑥 ∈ ℝ   . 

     Άξα πξέπεη       1
1


   


  


 . 

     Αλ  0   είλαη  ( 1 , 2)


  

    . Αλ  0   ηόηε  0  . 

β)    ( ) 2004 ( ) 2 2004( ) 2 1 1f x f xe f x x dx x e x dx x
             
 

    

     
( ) 2 2004 ( ) 2 20041 1 , (1)f x f xe x dx x e x c x

            

     Αθνύ  ην  (0,0) fC   ηζρύεη   (0) 0f  . Η ζρέζε  (1) γηα 0x   γίλεηαη 

     
(0) 2 20040 0 1 1 1 0fe c c c         . 

     Άξα       
( ) 2 2004 ( ) 2004 21 1f x f xe x x e x x         

        ( ) 2004 2 2004 2ln ln 1 ( ) ln 1 ,f xe x x f x x x x         
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ΘΕΜΑ  2ο  

 
α) Αλ ε ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  (0, )  , λα  

     απνδείμεηε  όηη    
1

ln ( )f x dx f u du
x

    όπνπ  lnu x  

                                                                                                Μονάδες  9 

β) Να ππνινγίζεηε ην αόξηζην νινθιήξωκα 

                                
 

 2

2ln

ln

x
dx

x x x



  

                                                                                                Μονάδες  16 

ΛΥΣΗ 

α) Θέηνπκε  lnu x   θαη έρνπκε  
1 1du

du dx
dx x x

   . Έηζη ην 

    νινθιήξωκα γίλεηαη:   
1

ln ( )f x dx f u du
x

   

β) Έζηω ε ζπλάξηεζε  2

2
( )

1

x
f x

x







 . Η  f  είλαη ζπλερήο ωο πειίθν 

     ζπλερώλ . Άξα  2

2
( ) , (1)

1

x
f x dx dx

x






   

     Θέηνπκε  
21 2 2

du
x u x x du xdx

dx
         . 

     Η  (1) γξάθεηαη:   21
( ) ln ln 1 , (2)f x dx du u c x c

u
        

     2 2

(2ln ) 1 (2ln ) 1
(ln ) ( )

(ln ) 1 (ln )

x x
dx dx f x dx f u du

x x x x x x

 

 
   

      

     ( όπνπ  u = lnx  ζύκθωλα κε ην εξώηεκα (α)) . Από ηε ζρέζε  (2) είλαη 

      2 2( ) ln 1 ln 1 (ln )f u du u c x c          . 
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ΘΕΜΑ  3ο  

 
Δίλεηαη ε παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε 𝑓:ℝ → ℝ+

∗   κε ζπλερή παξάγωγν 

θαη  ( )G x  παξάγνπζα ηεο f  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ:  

    2

( )
( )

1

f x
G x dx

x




   θαη ε επζεία  2y x   είλαη ε εθαπηνκέλε ηεο  

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  G  ζην ζεκείν ηεο   0, (0)G . 

 

α) Να πξνζδηνξίζεηε ηνλ ηύπν ηεο  f . 

                                                                                                Μονάδες  9 

β) Να βξείηε ηηο αζύκπηωηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f . 

                                                                                                Μονάδες  5 

γ) Πνην είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f ; 

                                                                                                Μονάδες  5 

δ) Απνδείμηε όηη ε G  είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη θπξηή ζην ℝ   θαη 

     απνδείμηε όηη ηζρύεη  
( )

(0)
2

G x
G    γηα θάζε  0x  . 

                                                                                                Μονάδες  6 

ΛΥΣΗ 

α) Αθνύ ε επζεία  2y x   είλαη ε εθαπηνκέλε ηεο  GC  ζην   0, (0)G  

    ζα ηζρύεη:  (0) (0)( 0) (0) (0)y G G x y G x G       . Άξα ζα είλαη 

    (0) 1 (0) 2G G   . Αθνύ ε G  είλαη παξάγνπζα ηεο f , ζα 

     ηζρύεη: ( ) ( ) , (1)G x f x    . Άξα ζα είλαη  (0) (0) 1f G  . 

     Επίζεο  2 2

( ) ( )
( ) ( ) , (2)

1 1

f x f x
G x dx G x

x x

 
  

   

     Γηα  0x   είλαη  (0) (0) 1G f    . Από ηηο ζρέζεηο  (1) θαη (2) έρνπκε 

      2 2

2
( ) 0

( ) ( )
( ) 1 ln ( ) 1

1 ( )f x

f x f x
f x x f x x

x f x

         


 

        
3

2ln ( ) 1 ln ( )
3

x
f x dx x dx f x x c         

     Γηα  0x   είλαη  ln (0) ln1 0f c c c     . www.m
ath
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     Άξα είλαη  

3 3
3

ln ( ) 3 3ln ( ) ( )
3

x x
x x

f xx
f x x e e f x e

 

       

 β) Αθνύ είλαη  
1 1

lim ( ) 0
x

f x e
e




   


. Άξα ε y = 0 , δειαδή 

    ν άμνλαο ρ΄ρ , είλαη νξηδόληηα αζύκπηωηε ηεο  
fC  όηαλ  x . 

 

γ) 

3

3lim ( ) lim
x

x

x x
f x e e




 
     . Από εξώηεκα (β) είλαη 

     lim ( ) 0
x

f x


  θαη ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη ζπλερήο . 

      Άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f  είλαη ην   0,  . 

 

δ) Είλαη  

3

3( ) ( ) 0
x

x

G x f x e


        γηα θάζε  𝑥 ∈ ℝ   . 

    Άξα ε  G  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  ℝ.  Θα έρνπκε 

    

3 3 3
3

23 3 3( ) ( 1) 0
3

x x x
x x xx

G x e e x e x
  

    
             

γηα  θάζε  x . 

    Άξα ε G  είλαη θπξηή ζην 𝑥 ∈ ℝ   . 

    Αθνύ ε G  είλαη γλεζίωο αύμνπζα , ζα ηζρύεη ε ζρέζε: 

                            0 ( ) (0)x G x G    

    Είλαη όκωο  (0) 2G  . Άξα ζα έρνπκε 

    ( ) 2G x    , γηα θάζε  2x  . Όκωο  (0) 1G  . Άξα ζα είλαη 

    
( ) ( )

1 (0)
2 2

G x G x
G    . 

 

 

   

  

 

 
 
 

 

www.m
ath

im
ati

ko
s.e

du
.gr



 

 

www.mathimatikos.edu.gr ©2008-2010                                                             Σελίδα 5                               
Οι Αςκήςεισ των Διαγωνιςμάτων είναι από το Βιβλίο «Τράπεζα Πρότυπων 
Διαγωνιςμάτων – Μαθηματικά Θετικήσ και Τεχνολογικήσ Κατεύθυνςησ Γ’ 
Λυκείου – Γιάννησ Μοςχονάσ»  

ΘΕΜΑ  4ο  

 

α) Αλ f  είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην δηάζηεκα [α , β ], λα απνδείμεηε  

    όηη:    
1

( ) ( ) ( )
2

f x dx f x f x dx
 

 
             

                                                                                                Μονάδες  10 

β) Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξωκα 

                                     11

2004

2004 2004

x
e

x e x
dx

       

                                                                                                Μονάδες  15 

ΛΥΣΗ 

α) Αξθεί λα δείμνπκε όηη     2 ( ) ( ) ( )f x dx f x f x dx
 

 
        

    2 ( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx
  

  
          

    ( ) ( )f x dx f x dx
 

 
       . 

    Τν νινθιήξωκα     ( )f x dx



    , αλ ζέζνπκε όπνπ 

     1
du

x u
dx

         θαη όηαλ  x u     θαη όηαλ 

      x u       , γξάθεηαη: 

      ( ) ( ) ( ) ( )f u du f u du f u du f x dx
   

   
         

      Άξα ζα είλαη    ( ) ( )f x dx f x dx
 

 
     . 

β) Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
1

2004
( )

2004 2004

x

x e x
f x

 



. Πξνθαλώο ε f   

    είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα [1 , e ] , ωο πειίθν ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

      Σύκθωλα κε ην εξώηεκα (α) , ην νινθιήξωκα  
11

2004

2004 2004

x
e

x e x
dx

       

      γξάθεηαη:  
1

1
( ) [ ( ) (1 )]

2

e

f x dx f x f e x dx        

      

1

1 11

1 2004 2004

2 2004 2004 2004 2004

x e x
e

x e x e x x
dx

 

   

 
   

  
  www.m
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1

111 1

1 2004 2004 1 1 1
1 [ ] ( 1)

2 2004 2004 2 2 2

x e x
e e

e

x e x
dx dx x e

 

 


    

  . 
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