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1ο Διαγώνισμα  

 (Όριο-Συνέχεια Συνάρτησης ) 

                                                         

       Γιάρκεια: 3 ώρες 

 

ΘΔΜΑ 1ο  

 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   f   κε ηύπν   
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Α) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ  𝑎 ∈ ℝ , ώζηε ε  f  λα είλαη ζπλερήο. 

                                                                                          Μονάδες  15 

Β) Γηα ηε κεγαιύηεξε ηηκή ηνπ α πνπ βξήθαηε ζην εξώηεκα (Α) , λα  

     βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 
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ΛΥΣΗ 

A) Γηα λα είλαη ε  f  ζπλερήο , αξθεί λα είλαη ζπλερήο ζην 0x e .Αξθεί  

     θαη πξέπεη  lim ( ) ( )
x e

f x f e


 . 
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     Πξέπεη  
2 2lim ( ) lim ( ) 2005 2003 2 0

x e x e
f x f x    

  
            

     Λύλνληαο ηελ εμίζωζε παίξλνπκε  1 2     . 
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Β) Έηζη γηα  1    (ε κεγαιύηεξε ηηκή ηνπ  α ) ζα έρνπκε: 
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ln( ) 2005 ln 2005 1 1 2003e e ef e e e            

    Άξα  

11 2003 2003
2 2

e e e e

e e

e e e e e e e

e e

        
        

                 
(1 2003)

2 2002 2 2004
e

e

e

e


       . 

 

 

  

ΘΔΜΑ 2ο  

 

Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε   𝑓:ℝ ⟶ ℝ  γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

 

  21 ( ) (3 3)x f x x x x        ,  γηα θάζε  𝑥 ∈ ℝ      

 

α) Να πξνζδηνξίζεηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f . 

                                                                                            Μονάδες  10 

β) Να ππνινγίζεηε ην όξην 

                     2 2

1
lim 1 ( ) (3 2) 2000
x

x f x f x


    
      

                                                                                            Μονάδες  15 
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ΛΥΣΗ 

α) Όηαλ  1x   ηόηε   

2( 1) ( ) (3 3)

1 1 1

x f x x x x

x x x

  
 

  
 .  Άξα ζα    

    είλαη 
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   Αθνύ ε    είλαη ζπλερήο ζην ℝ, ζα νξίδεηαη θαη γηα  1x   θαη ζα     

   ηζρύεη:    
 

1 1

3 3( 1)
(1) lim ( ) lim

3( 1)x x
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x


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     


 . Άξα ν ηύπνο ηεο  f  είλαη: 
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β)  Δίλαη   
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     Άξα          2 2

1
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   0 3 1 0 1 3 1 1 2000 3 1 2000 2004             . 
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ΘΔΜΑ 3ο  

Έζηω ε ζπλάξηεζε  f   γηα ηελ νπνία ηζρύεη ε ζρέζε 

     ( ) ( ) ( ) 1f x y f x f y       ,  γηα θάζε  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ    

   Να απνδείμεηε όηη 

α) Αλ ε  f   είλαη ζπλερήο ζην  0 0x    , ηόηε ε  f  ζα είλαη ζπλερήο 

    ζην  ℝ. 

                                                                                           Μονάδες  12 

β) Αλ ε  f   είλαη ζπλερήο ζε νπνηνδήπνηε ζεκείν  𝑎 ∈ ℝ  , ηόηε ε  f  

     ζα είλαη ζπλερήο ζην  ℝ. 

                                                                                           Μονάδες  13 

ΛΥΣΗ 

 α) Η ζρέζε  ( ) ( ) ( ) 1f x y f x f y      γηα  0x y    ,  γξάθεηαη: 

    (0) (0) (0) 1 (0) 1f f f f     . Αθνύ ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 0 

    ζα  ηζρύεη:  
0

lim ( ) (0) 1
x

f x f


  . Από ηε δνζκέλε ζρέζε γηα θάζε  0x   

    ηζρύεη:     0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 1f x f x x x f x x f x       . Άξα ζα είλαη 

    
0 0 0 0

0 0 0 0
0

lim ( ) lim ( ) lim ( ) 1 lim ( ) ( ) 1
x x x x x x x x

f x f x x f x f x x f x
    

          

    0 0 0 0
0

lim ( ) ( ) 1 (0) ( ) 1 1 ( ) 1 ( )
u

f u f x f f x f x f x


           αθνύ ε f  

    είλαη ζπλερήο ζην 0 .  ( Όπνπ  0u x x   ) 

    Άξα   ε  f   είλαη ζπλερήο ζην  𝑥0 ∈ ℝ  . Άξα ε f   είλαη ζπλερήο  

    ζην  ℝ . 

 

β) Έζηω όηη ε  ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην  𝑎 ∈ ℝ  .Τόηε ζα ηζρύεη 

     lim ( ) ( )
x

f x f





 . Δπίζεο ζα  έρνπκε 

        ( ) ( ) ( ) ( ) 1f x f x f x f            

     ( ) ( ) ( ) 1f x f x f       .Έηζη ζα είλαη 

     lim ( ) lim ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 1 (0)
x x

f x f x f f f f
 

   
 

          

     ( Η  f  είλαη ζπλερήο  ζην  α ). 

     Άξα    
0 0

lim ( ) (0) lim ( ) (0)
x u

f x f f u f



  

     ( όπνπ  u x    )  

     Άξα  ε  f  ζα είλαη ζπλερήο ζην  0 θαη ζπλεπώο , ιόγω ηνπ  

     εξωηήκαηνο  (α ) ζα είλαη ζπλερήο ζε όιν ην ℝ. 
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ΘΔΜΑ  4ο 
 

Αλ γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  ,f g   ηζρύνπλ 

   
2

( ) ( ) ( )f x g x x g x      γηα  θάζε  𝑥 ∈ ℝ      θαη  

lim ( ) 2004
x

g x


     λα    βξείηε ηα όξηα 

                  α)   lim ( )
x

f x


                                    Μονάδες  10 

                  β)   

( ) ( )
lim
x

f x g x

x 



                             Μονάδες  15 

ΛΥΣΗ 

α) Δίλαη      2( ) ( ) ( ) ( )f x g x x g x     

     
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x g x f x g x x g x        

     Όκωο   
22lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) 0 2004 0

x x x
x g x x g x

  
 

  
          

     Δπίζεο     
2 2

lim ( ) lim lim ( ) 0 2004 0
x x x

x g x x g x
  

 
  

      
   

     Από θξηηήξην παξεκβνιήο    lim ( ) ( ) 0
x

f x g x


      

     lim ( ) lim ( ) 0 lim ( ) lim ( ) 2004
x x x x

f x g x f x g x
      

      . 

β) Αλ  x  , είλαη  0x x x x           . Έηζη ε 

    δνζκέλε αληζόηεηα γξάθεηαη 

    
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
f x g x f x g x

x g x x g x
x x

 
 

 
     

 
 

    
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
f x g x

x g x x g x
x

 



     


 

   Όκωο         lim ( ) ( ) 0 2004 0
x

x g x




          θαη      

   lim ( ) ( ) 0 2004 0
x

x g x




        . Άξα από θξηηήξην παξεκβνιήο 

   ζα  έρνπκε όηη     
( ) ( )

lim 0 (1)
x

f x g x

x 





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    Αλ  x   είλαη  0 ( )x x x x             . Έηζη ε  

    δνζκέλε αληζόηεηα γξάθεηαη: 

    
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
f x g x f x g x

x g x x g x
x x

 
 

 
     

  
 

    
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
f x g x f x g x

x g x x g x
x x

 
 

 
       

 
 

    

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f x g x
x g x x g x

x
 




    


 . 

    Δίλαη  lim ( ) ( ) 0 2004 0
x

x g x




         θαη  επίζεο 

    lim ( ) ( ) 0 2004 0
x

x g x




       . Άξα από θξηηήξην παξεκβνιήο 

    ζα έρνπκε ηελ ζρέζε      
( ) ( )

lim 0 (2)
x

f x g x

x 





 

    Από ηηο ζρέζεηο  (1 ) θαη  (2 )  έρνπκε:  
( ) ( )

lim 0
x

f x g x

x 





. 
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