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Διαγώνισμα  

 (Εφ’όλης της Ύλης) 

                                                                       Διάρκεια: 3 ώρες 
  

ΘΕΜΑ 1ο  

 

Γίλνληαη νη κηγαδηθνί αξηζκνί  1 2,z z z , όπνπ νη εηθόλεο ηωλ  

1 2z z  ζην κηγαδηθό επίπεδν είλαη ηα ζεκεία  Α(1,2)  θαη  Β(6,4) 

αληίζηνηρα θαη ε ζπλάξηεζε  f  κε 

            

3 2

1 2

3

2 2 1
( )

4 3

z z x z z x x
f x

x x

    


 
                

α) Αλ ην  
1

lim ( )
x

f x


 είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο , λα βξείηε ην γεωκεηξηθό 

    ηόπν ηωλ εηθόλωλ ηνπ Z .                                                   Μονάδες  9                                                                                                 

β) Να βξείηε ην  
1

lim ( )
x

f x


  ηνπ εξωηήκαηνο  (α ). 

                                                                                                Μονάδες  8     

γ) Αλ  lim ( ) 2004
x

f x


   , λα βξείηε ηελ θαξηεζηαλή εμίζωζε ηνπ 

    ζεκεηνζπλόινπ ηωλ εηθόλωλ ηνπ κηγαδηθνύ αξηζκνύ Ε . 

                                                                                                Μονάδες  8 

ΛΥΣΗ 

α) Δπεηδή   3

1
lim 4 3 0
x

x x


    , γηα λα είλαη ην  
1

lim ( )
x

f x


  πξαγκαηηθόο 

    αξηζκόο , ζα πξέπεη   
3 2

1 2
1

lim 2 2 1 0
x

z z x z z x x

         

    (Γηαθνξεηηθά ην  
1

lim ( )
x

f x


 ζα είλαη ίζν κε    ή    ) 

    Άξα  1 2 1 22 2 1 1 0 2 2z z z z z z z z            

    
2 2

1 12 2
2 2

z z
z z z z z z        . Άξα ν γεωκεηξηθόο ηόπνο  

    ηωλ εηθόλωλ ηωλ z , είλαη ε κεζνθάζεηνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο 

    ΑΓ , όπνπ  Α(1 , 2 )  θαη   Γ(-3 , -2 )  , αθνύ  1 1( ) (1,2)z    

    θαη  2 2( ) (6,4)z  . 
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β) Δίλαη  

3 2

1 1

31 1

2 2 1
lim ( ) lim

4 3x x

z z x z z x x
f x

x x 

    
 

 
 

   

22
11

3 21 1

( 1) 2 12 ( 1) ( 1)
lim lim

3 3 ( 1) 3( 1)x x

x z z xz z x x x

x x x x x x 

          
     

 

   

2

1

1 1

( 1) 2 1 ( 1)
lim lim

( 1)( 1) 3( 1)x x

x z z x x

x x x x 

      
   

2

12 1

( 1)

z z x

x

   

  ( 1) 3x x


 
 

   

2

1 1

121

2 1 2 1
lim 2 1

3 1x

z z x z z
z z

x x

   
     

  
 

γ) Δίλαη  

3

1

13

2
lim ( ) lim 2
x x

z z x
f x z z

x 


    . Αθνύ  lim ( ) 2004

x
f x


  

    ζα έρνπκε   1 12 2004 1002z z z z     . Δίλαη  z x yi   θαη 

    1 1 2z i   . Άξα  είλαη  1 2 1002 ( 1) ( 2) 1002x yi i x y i           

    
2 2 2 2 2( 1) ( 2) 1002 ( 1) ( 2) 1002x y x y          . 

    Ζ ηειεπηαία εμίζωζε παξηζηάλεη θύθιν κε θέληξν Κ(1 , 2 ) θαη αθηίλα 

    ξ= 1002 . 

 

ΘΕΜΑ 2ο  

 

Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  𝑓 𝜎𝜏𝜊 ℝ, γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ νη 

ζρέζεηο:            ( ) 2f x   γηα θάζε  𝑥 ∈ ℝ   θαη   

        

1
2

1
( 1) ( ) ( ) 1 ,

x

x
t f t dt f t dt x x         

α) Να βξείηε  ην  (1)f . 

                                                                                                Μονάδες  10 

β) Να βξείηε ην εκβαδόλ ηεο πεξηνρήο πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή 

    παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζε  ( ) ( )g x x f x  , ηηο επζείεο κε εμηζώζεηο 

    1 (1)x x f    θαη ηνλ άμνλα ρ΄ρ .                         Μονάδες  15 

 

 

 

 

 

 

𝑥 ∈ ℝ    
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ΛΥΣΗ 

α) Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  

2

1 1
( ) ( 1) ( ) ( ) 1 ,

x x

h x t f t dt f t dt x x        

    Δίλαη  ( ) 0h x   , γηα θάζε  𝑥 ∈ ℝ (Από ηελ ππόζεζε). Δπεηδή   

    
1 1

1 1
(1) ( 1) ( ) ( ) 1 1 0h t f t dt f t dt        , ζα ηζρύεη θαη ε ζρέζε 

    ( ) (1)h x h  γηα θάζε  𝑥 ∈ ℝ. Άξα ε (1)h  είλαη ε κέγηζηε ηηκή ηεο h . 

    Από ην ζεώξεκα Fermat έρνπκε όηη:  (1) 0h  . Όκωο είλαη 

    ( ) ( 1) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2h x x f x f x x h x xf x f x f x x            

    ( ) ( ) 2h x xf x x   . Γηα  1x   γίλεηαη: (1) (1) 2h f     

    (1) 2 0 (1) 2f f     . 

β) Αθνύ   ( ) 0 1 ( ) 2x f x x f x    , δεηάκε ην νινθιήξωκα 

    
2

1
( )x f x dx  . Ζ αξρηθή ζρέζε 

1
2

1
( 1) ( ) ( ) 1

x

x
t f t dt f t dt x      

    γξάθεηαη: 
2

1 1
( 1) ( ) ( ) 1

x x

t f t dt f t dt x       

       2 2

1 1
( 1) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1

x x

t f t f t dt x t f t f t f t dt x             

    
2

1
( ) 1

x

t f t dt x     γηα θάζε  𝑥 ∈ ℝ. Άξα γηα  2x   έρνπκε 

     
2 2

2

1 1
( ) 2 1 ( ) 3 1t f t dt t f t dt      

    Δίλαη  ( ) 2f x   γηα  1 2x   , ζα  έρνπκε 

    
2 2 2 2

2

11 1 1
( ) 2 ( ) 2 ( )x f x x x f x dx xdx x f x dx x           

     
2 2

1 1
( ) 4 1 ( ) 3 2x f x dx x f x dx       

    Από ηηο ζρέζεηο  (1) θαη (2) έρνπκε όηη 
2

1
( ) 3x f x dx   

    Άξα ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη  3 η.κ. 
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ΘΕΜΑ 3ο 
 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  𝑓: [𝑎, 𝛽] ⇢ ℝ    κε  , 0    , ε νπνία  είλαη  

ζπλερήο ζην [α , β ] , παξαγωγίζηκε ζην (α , β ) θαη ηζρύνπλ νη ζρέζεηο: 

                          
1 1

( ) ( )f f  
 

         

α) Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε  ( )
x

f x


   , έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ 

     ξίδα , ζην δηάζηεκα (α , β ) . 

                                                                                                Μονάδες  9 

β) Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ   1 2, ,    ,  ηέηνηα ώζηε λα ηζρύεη:  

                     1 2 2 2

1
( ) ( )f f 

 
    

                                                                                                Μονάδες  15 

ΛΥΣΗ 

 α) Έζηω ε ζπλάξηεζε  ( ) ( )
x

g x f x


  . Ζ g  είλαη ζπλερήο ζην 

    δηάζηεκα  [α , β ] , ωο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ θαη ηζρύεη: 

    
1 1 1

( ) ( ) ( )g f f


  
   

         θαη 

    
1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )g f f


  
     

 
         

 
. 

    Άξα ηζρύεη  

2

1 1
( ) ( ) 0g g 

 

 
     

 
. 

    Άξα από ζεώξεκα Bolzano  γηα ηελ g , ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

    0 ( , )x    , ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη: 
0

0 0( ) 0 ( ) 0
x

g x f x


      

    
0

0( )
x

f x


  . 

β) Ζ f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα       α                  0x                    β 

    0[ , ]x   θαη παξαγωγίζηκε ζην           (                                          ) 

    δηάζηεκα  0( , )x . 
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    Από Θ.Μ.Τ. δηαθνξηθνύ ινγηζκνύ , έρνπκε όηη  ππάξρεη  1 0( , )x    

    ηέηνην ώζηε :  

                                                                                                                           

  

0 0

0 0
1

0 0 0 0

1

( ) ( )
( ) , (1)

( )

x x

f x f x
f

x x x x



   


    




 
    

   
 

  Ζ f  είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  0[ , ]x   θαη παξαγωγίζηκε ζην 

  δηάζηεκα  0( , )x  . Από Θ.Μ.Τ. δηαθνξηθνύ ινγηζκνύ , ζα ππάξρεη 

  2 0( , )x   ,ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη: 
0

2

0

( ) ( )
( )

f f x
f

x







  


 

  

0 0

0

0 0 0

1

, (2)
( )

x x

x

x x x



  

   





  

  
 

  Από ηηο ζρέζεηο  (1)  θαη  (2)  έρνπκε: 

0 0
1 2

0 0

( ) ( )
( ) ( )

x x
f f

x x

 
 

   

 
    

 
 

    
0 0

2 2

0 0

( ) 1

( ) ( )

x x

x x

 

     

  
  
  

. 
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ΘΕΜΑ 4ο  

 

Γίλεηαη ε παξαγωγίζηκε ζην ℝ ζπλάξηεζε f , ε νπνία ηθαλνπνηεί ηε 

ζρέζε:  
2( ) ( )

x

tf x x x e f x t dt


 




    


       

κε  𝑥 ∈ ℝ   θαη  𝑎, 𝛽 ∈ ℝ∗ . 

 

α) Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  

                                                                                                Μονάδες  9 

β) Απνδείμηε όηη ε  f  έρεη δπν ηνπηθά αθξόηαηα θαη έλα ζεκείν θακπήο 

    θαη λα πξνζδηνξίζεηε ηε ζέζε ηνπ ζεκείνπ θακπήο. 

                                                                                                Μονάδες  5 

γ) Απνδείμηε όηη ε  fC  ηέκλεη ηνπιάρηζηνλ κηα θνξά ηνλ πξαγκαηηθό 

    άμνλα . 

                                                                                                Μονάδες  3 

δ) i) Αλ ε επζεία  : 13 6y x    είλαη ε εθαπηνκέλε ηεο  fC ζην ζεκείν 

        ηεο  Α(1,7) , λα ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο ηωλ α θαη β . 

                                                                                                Μονάδες  4 

   ii) Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ  fC  

        ηελ επζεία  : 13 6y x    θαη ηνλ άμνλα  y΄y . 

                                                                                                Μονάδες  4 

ΛΥΣΗ 

α) Θέηνπκε  
x u

u x t t x u t


   


 
         . 

    Δίλαη  
1du

dt du
dt




     . 

    Όηαλ  t



   ηόηε  u x x u x


 


      . 

    Όηαλ  
x

t





   ηόηε  0 0

x
u x x x u


   



 
          

 
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    Άξα  
0

2 1
( ) ( )

x u

x
f x x x e f u du


 

  


 
   

     
 

  

    
0 0

2 2( ) ( )x u u x

x x
x x e f u du x x e f u du                 

    
2 2

0 0
( ) ( )

x x
x u x ux x e e f u du x x e e f u du           . 

    Γειαδή είλαη  
2

0
( ) ( ) , (1)

x
x uf x x x e e f u du       

    Ζ  (1) γξάθεηαη ηζνδύλακα:   2

0
( ) ( )

x
x x ue f x e x x e f u du      

    Παξαγωγίδνληαο θαη ηα δπν κέιε ηεο ηειεπηαίαο ζρέζεο έρνπκε 

    ( )xe f x    2( ) 2 ( )x x x xe f x e x x e x e f x           

       2( ) 2x x xe f x e x x e x          

     ( )

xe
f x 

2 2

x

x x x

e

        2( ) (2 )f x x x         

    Άξα  είλαη  
3 22

( )
3 2

f x x x x c
  




    . 

    Από ηε ζρέζε  (1) γηα  0x   έρνπκε:       

    
0

2 0

0
(0) 0 0 ( ) 0uf e e f u du       . Άξα  0c  , άξα ν ηύπνο 

    ηεο f   είλαη:  
3 22

( )
3 2

f x x x x
  




   . 

β) Ζ εμίζωζε  
2( ) 0 (2 ) 0f x x x          , έρεη πάληα δπν 

    ιύζεηο , αθνύ είλαη 
2 2 2(2 ) 4 4 4 4                

     2 2 *4 0 , ,       . Δπεηδή αιιάδεη ην πξόζεκν ηνπ 

    ηξηωλύκνπ εληόο θαη εθηόο ηωλ ξηδώλ , νη ξίδεο ηεο ( ) 0f x   , είλαη 

    ζέζεηο ηνπηθώλ αθξνηάηωλ ηεο  f .Δπίζεο  ( ) 2 2f x x      . 

    ( ) 0 2 2 1
2

f x x x


  


           

    ( ) 0 1
2

f x x



         θαη    ( ) 0 1

2
f x x




      . 

    Άξα ε f  έρεη ζεκείν θακπήο ζηε ζέζε  1
2

x



    . www.m

ath
im

ati
ko

s.e
du

.gr
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γ) Ζ f  ωο  3
νπ

: βαζκνύ πνιπώλπκν, ηέκλεη ηνπιάρηζηνλ κηα θνξά  ηνλ 

    ρ΄ρ άμνλα . Δμ’ άιινπ αθνύ  (0) 0f   ηνλ ηέκλεη ζην ζεκείν Ο(0,0) . 

δ) i) Δίλαη  
3 22

( )
3 2

f x x x x
  




    . Αθνύ ε  13 6y x   είλαη ε 

        εθαπηνκέλε ηεο  (1,7)fC   , ζα ηζρύνπλ: 

        (1) 13 (1) 7f f     θαη  αθνύ  
2( ) (2 )f x x x         

        (1) 13 2 13 3 2 13f                 

        
2

(1) 7 7 8 9 42
3 2

f
  

  


            

        Δπηιύνπκε ην ζύζηεκα ηωλ δπν παξαπάλω εμηζώζεωλ πνιι/δνληαο 

        ηελ πξώηε επί  -2 θαη ηε δεύηεξε επί 9 ζα έρνπκε: 

        
16 18 84 3

27 18 117 2

  

  

     
 

   
   

    ii) Άξα είλαη  
3 2( ) 4 2f x x x x    . Γηα λα βξνύκε ηα ζεκεία ηνκήο  

      ηωλ 
fC  θαη  (ε) , ιύλνπκε ηελ εμίζωζε  ( ) 13 6f x x    

      

3 2 3 24 2 13 6 4 11 6 0x x x x x x x           

     Από ζρήκα Horner αθνύ  

     ην 1 είλαη πξνθαλήο ξίδα   

 

     ε εμίζωζε ζα γξάθεηαη 

     ηζνδύλακα:  
2( 1)( 5 6) 0x x x    . Ζ εμίζωζε  2 5 6 0x x   έρεη 

     Γ= 49  θαη ξίδεο  
1

1,2

2

65 7

12

x
x

x

  
  


 

 

 

 

 

 

 

 

 1  4 -11  6  1 

  1    5 -6  

 1  5   -6  0  
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     Σηνλ δηπιαλό πίλαθα 

     πξνζήκνπ ηεο                                      x            -6               1  
     ( ) (13 6)f x x   

      παξαηεξνύκε όηη                            1x                               + 

      γηα  0 fx C  είλαη 

      «πάλω» από ηελ (ε)               2 5 6x x        +                        +   

      αθνύ ηζρύεη 

      ( ) (13 6) 0f x x   .             ( ) (13 6)f x x                   +           + 

                                                                                                                                              

       Άξα ην δεηνύκελν εκβαδόλ ππνινγίδεηαη από ην νινθιήξωκα 

         
1 1

3 2

0 0
( ) (13 6) 4 11 6f x x dx x x x dx         

      

1
4

3 2

0

4 11 1 4 11
6 6

4 3 2 4 3 2

x
x x x

 
         
 

 

      
3 16 66 72 25

. .
12 12 12 12 12

       
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