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ΘΕΜΑ

 

1Ο  

 
    

 
   

 
           

 

ΘΕΜΑ

 

2Ο  

 

α.  ( ) ( ) 02χ2χf >−⋅=′

 

για

 

κάθε

 

2χ >

 

Άρα

 

η  f γνησίως

 

αύξουσα

 

στο

 

[ )⇒+∞,2

 

η  f  «1-1» 

 

β.

 

Αφού

 

η f «1-1» υπάρχει

 

η

 

αντίστροφη

 

και

 

έχουµε:  

( ) ( )22χ2ψχfψ −+=⇔=   

( ) 2ψ2χ
2 −=−⇔  [πρέπει

 

] 2ψ2χ2ψ02ψ −±=−⇔≥⇔≥−

 

2ψ2χ −±=⇔

 

Αλλά

 

02ψ22ψ22χ ≥−⇔≥−+→≥

 

ισχύει

 

για

 

κάθε

 

Rψ∈

 

ή

 

02ψ22ψ2 ≤−⇔≥−−   ισχύει

 

µόνο

 

για

 

ψ=2 

 

Άρα

 

( ) 2x2xf 1 −+=−

 

µε

 

Π.ο. [ )+∞,2  

 

γ. Έχουµε

 

το

 

σύστηµα   
( )

( ) χ2χ2
χfψ

χψ 2 =−+⇔
=

=

 
06χ5χ 2 =+−

 

                                     χ = 2,     χ = 3 

 

Τα

 

κοινά

 

σηµεία

 

της f  και

 

της

 

ψ = χ

 

είναι

 

Α(2,2)   Β(3,3) 

 

Επειδή

 

η f γίνεται

 

αύξουσα

 

λόγω

 

συµµετρίας, τα

 

κοινά

 

σηµεία

 

των  1f −

 

και

 

ψ = χ

 

είναι

 

τα

 

Α

, 

Β

 

Α1. σελ. 253 

Α2. σελ. 273 

Β.  α) Λ     β) Σ     γ) Σ     δ) Λ     ε) Σ 

δ. Λόγω συµµετρίας, θα βρω το εµβαδό που περικλείεται µεταξύ της f και της ψ = χ
οπότε ζητούµενο εµβαδό θα είναι το διπλάσιο. 
Είναι

( ) ( ) 06χ5χ0χ2χ20χχf 22 ≥+−⇔≥−−+⇔≥−   

Άρα ( ) ( ) ( )( )∫ ∫ =−−−=−−+=
3

2

3

2

22
χd2χ2χχdχ2χ2ΩΕ

= ( )∫ 







−+−=−+−

3

2

3

2

23
2 χ6

2

χ
5

3

χ
χd6χ5χ

6
1=   Το ζητούµενο εµβαδό είναι ( ) 3

1ΩΕ2 =⋅

          2           3 
+ - + 
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ΘΕΜΑ

 

3Ο  

 

α.  i.

 

Είναι

 

321321 zzz0zzz −−=⇔=++ ,  312 zzz −−=

 

 

Έχουµε: 3232321321 zzzzzzzzzz ++=−−−⇔−=−

 

23322332 zz2zz2zz2zz2 +=+⇔+=−−⇔

 

  2232323333323222 zzzz2zz2zz4zzzz2zz2zz4 +++=+++

 

1414 +=+→

 

ισχύει

 

∆ιότι  1zzzzzz1|z||z||z| 332211321 ===⇔===

 

Οµοίως

 

3313113221 zzzzzzzzzz −−−=++⇔−=−

 

31313131 z2zzz2z2zzz2 +=+⇔−−=+⇔

 

 

Και

 

καταλήγουµε

 

ότι 4+1=4+1 που

 

ισχύει

 
 

ii.  Από

 

τριγ. Ανισότητα

 

έχουµε: 

( ) 4211zz2zzzzzz 21

2

2

2

1

2

21

2

21 =++=⋅++=+≤−

 

 

Είναι

 

( ) ( ) 4zzzz4zz 2121

2

21 ≤−⋅−⇔≤−

 

2zzzz4zzzzzzzz 212122212111 −≥+→≤+−−⇔

 

2zzzz 2121 −≥+⇔

 

∆ηλαδή 2 ( ) ( ) 1zzRe2zzRe 121 −≥⇔−≥

 
 

β. 

 

Επειδή

 

1zzz 321 ===

 

οι

 

εικόνες

 

Α ( )1z , Β ( )2z , Γ ( )3z  των

 

321 z,z,z  

αντίστοιχα, ανήκουν

 

σε

 

κύκλο  µε

 

Κ(0,0), ρ=1 δηλαδή

 

1ψχ:C 22 =+

 

Είναι

 

( ) ( ) ( )ΒΓΓΑΑΒzzzzzz 321321 ==⇔−=−=−

 

Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο εγγεγραµµένο στον µοναδιαίο κύκλο. 
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1
( ) ln

1

x
f x x

x

+
= −

−
 

α) πρέπει 1 0 1 0x x xκαι− ≠ ⇒ ≠ >  άρα (0,1) (1, )fA = ∪ +∞  

( )

2

2 2

1 ( 1) 1 1
'( ) 0 (0, )

( 1)1

x x x
f x f ί ί

x x xx
γνησ ως φθ νουσα στο

− − + +
= − = − < ⇒ +∞

−−
 

Έστω Α1=(0,1) και Α2=(1,+∞ ) 

1 2( ) ( ) ( )f A f A f A= ∪  

άρα ( )
0 0 0 0

1 1
lim ( ) lim ln lim lim ln 1 ( )

1 1x x x x

x x
f x x x

x x+ + + +→ → → →

+ +   = − = − = − − −∞ = +∞   − −   
 

1
lim ( ) lim ln 1

1x x

x
f x x

x→+∞ →+∞

+ = − = −∞ = −∞ − 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
lim ( ) lim ln lim lim ln

1 1

1 1
lim ( ) lim ln lim lim ln

1 1

x x x x

x x x x

x x
f x x x

x x

x x
f x x x

x x

+ + + +

− − − −

→ → → →

→ → → →

+ +   = − = − = +∞   − −   
+ +   = − = − = −∞   − −   

 

 

1
1 0

2
1

1 2

( ) ((0,1)) lim ( ), lim ( ) ( , )

( ) (1, ) lim ( ), lim ( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( , )

f

x x

f

x x

f A f f x f x

f A f f x f x

Ά f A f A f Aρα

− +

+

↓

→ →

↓

→+∞ →

 = = = −∞ +∞ 
 

 = +∞ = = −∞ +∞ 
 

= ∪ = −∞ +∞

 

 

β)  Επειδή 1( ) ( , )f A = −∞ +∞  περιέχει την τιµή 0 άρα έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο 

(0,1). Επειδή f ↓  αυτή η ρίζα είναι µοναδική.  

x 0 1 +∞  

f΄(x) - - 

f(x) 
 

 

 
 

  

Επειδή 2( ) ( , )f A = −∞ +∞  περιέχει την τιµή 0. Άρα περιέχει µια τουλάχιστον ρίζα στο 

(1,+∞ ). Επειδή f ↓  αυτή η ρίζα είναι µοναδική 

Εποµένως  στο (0,1)  µια ακριβώς ρίζα 

                   Στο (1,+∞ ) µία ακριβώς ρίζα 

Άρα στο Π.Ο. (0,1) (1, )= ∪ +∞ δυο ακριβώς ρίζες 
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γ) Έχουµε:  

1

( ) ln ( , ln )

1
'( ) ( ) '( )( )

1
( ) ln ln 1

1
ln 1 ( )

g x x A a a

g x y g a g a x a ή ί έ
x

g a a y a x
a

ί έ y x a
a

γενικ εξ σωση εφαπτοµ νης

εξ σωση εφαπτοµ νης ε

=

= − = −

= − = −

= + −

 

Επίσης:  

2

( ) ( , )

'( ) ( ) ( )

'( ) ( )

x

x

h x e B e ί έ

h x e h e y e e x

h e y e x e e

β

β β β

β β β β

β εξ σωση εφαπτοµ νης

β β

β β ε

=

= = − = −

= = − +

 

1 2( ) ( )ε ε≡  

πρέπει  

1 1
ln ln

ln 1

1 1
ln 1 ln

1 1
ln ln 1

1 1
ln 1

1 1
ln

1
ln 0 ( ) 0

1

e a
a

a e e

a a
a a

a a
a a

a
a

a a

a a
a

a a

a
a ή f a
a

β

β β

β β
α

β

= ⇒ = ⇒ = − 
⇒

− = − + 

− = + ⇒ − = + ⇒

+ − = ⇒ 
 

− +  = ⇒ 
 

+
− = =

−
 

δ)  Για κάθε α>0 ρίζα της εξίσωσης f(x)=0 θεωρούµε Α(α,lna) και Β(β,e
β
), µε β=-

lnα Από το γ) η εφαπτοµένη της Cg στο Α συµπίπτει µε την εφαπτοµένη της Ch στο Β. 

όµως η f(x)=0 έχει δύο λύσεις. Συνεπώς υπάρχουν ακριβώς δυο κοινές εφαπτόµενες.  
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